.\5 1° de Bachillerato EJERCICIOS DE COMPLEMENTARIOS- SOLUCIONES
Q',"' Matematicas | Funcioén real de variable real

1. a) Exigimos que (1) x+1 20> x> -1 x € [-1, +oo|

Q) —1+vVx+1z20>Vx+1#l—>x+1£1—>x#0

Por tanto si tenemos en cuenta las dos condiciones:
[D = [-1.+o0[ - {0} =[-1.0[ U] 0. +0]

b) Exigimosque (1)x+1 >0-> x> -1 x € [-1, +oo
2Q)x+2 202> x> 22 x € [-2, +oo]
Por tanto si tenemos en cuenta las dos condiciones:
|D = [-1, +oo A [-2, +oo] =[-1, oo

¢) \x2—1\>o—>D=R

: 2+ 2x 1
— + i e 4x
2. f(l)zx :2 ! : f(l X): £x = —— = x
X 2 Dok oy 22X 2= 22X 4
i e
X 22 X
3. La primera gréafica se corresponde con la funcion MR fI‘Yf /',\
y = f(2x), ya que es igual a la dada pero compri- ‘ /\;1 \NA
mida a la mitad. 1 ‘\O RRY
La segunda se corresponde con y = f(x =+ g—), ya | . by
o N\ SN
que es igual a la dada pero trasladada = unidades T 0 \, X
hacia la izquierda. L
La tercera se corresponde con y = 2 + flx), ya que ‘ Ly |
es igual a la dada pero trasladade 2 unidad hacia /'\\_ ‘ ,\‘\
arriba. N— i
- .0 X

. 180
a) Area de un rectangulo xy=180-> y=—r
X

b) Perimetro2x +2y=56 2> x+y=28 > y =28 -x

¢) Si cumplen ambas ecuaciones
y= 180 50 {x =18

—

x —>—=28-x=180=28x—x"=
y=28-x X

El rectangulo de dimensiones 18 y 10 cm verifica
las condiciones de a y b a la vez. Es el unico
rectangulo con area 180 cm’ y perimetro 56 cm.
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f(x)=180/x

Graph Limited School Edition

PS
y f(x)=180/x

d) En este caso, la recta deberia ser tangente a la | fom(s372002
hipérbola. Por tanto, el sistema:
180
Y57, <
: deberia tener una Unica solucion:
=——X
% 2
Ll g — x= 2x> — px + 360 = 0 ecuacion
4

con solucién Gnica = p> — 8 - 360 = 0 =
—p = /2880 =~ 53,7 cm

Graph Limited School Edition

and

El gjercicio anterior también se podra resolver utilizando el calculo diferencial.

4-a) f(x)=In(x’ —x) = Exigimos x’ - x>0 = Resolvemos la ecuacion x (x* - 1) =0 =>
- x=0, x=1yx=-1-> Estudiamos el signo de x’ — x

- -1 0 1 + o0
X —-X - + - +

Luego D = J-1, 0] U 1, +oo

2

b) g(x)= : Exigimos que (1) 1-x*>0-> [-1,1]; (2)x#0

Portanto D=[-1,1]-{0}=[-1,0[U]0,1]
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9 h(x):log[zl j 5 050052500
X —X

5- f(x) =+x* +5x* —x* — 5x? > Exigimos que x° +5x* —x’ —5x> >0
Para ello resolvemos la ecuacion

X’ +5x* —x* =5x* =0 x*(x’ +5x° —x —5) = 0 —> Por Ruffini >
- x=0(doble) ; x= 1; x=-1; x =-5; Estudiamos ¢l signo

-0 -5 -1 0 1 + o0

¥’ +5xt —x* —5x*=
X(x-1)(x+1)(x+5) + j ] +

Luego ¢l dominio es ‘D =[-5,-1JUJ1, + oo[‘

x -1
6.- f (x) =3 ; Para calcular la inversa despejaremos la y:
x -2

-1
y= X 5 —>y3 -7 5 —>(x—2)y3 :x—l—>xy3—2y3 :x—l—>xy3—x:2y3—l—>
xX— xX—

3_

2y —1
—>x(y3—l):2y3—l—>x: ; . :ffl(y):>

4 2%’ —1
X)=
Sl@="
Para comprobarlo f(f ') = x, veamoslo
2x° —1 2x° —1-x" +1 X’
- - 2x° —1 31 C | 3.1 s[ 3
e} 1: 1 X = = X = X = X :3x3:x
feol " =1U7G) f[f—l] flaxr-1 | jlar-1-2x+2 {1
3 -2 3 3
x’ -1 x’ -1 x' -1

7.- En primer lugar resolveremos la ecuacion x> +x—2=0>x=1yx=-2

a) flx)=x"+x-2>pP=R

1
b) yEo—— >D=R-{2.1}

+x-2
) y=Vx’+x-2>x*+x-2>0>D=]-0, 2] U[L +of

8-a)D=R ; b) D=R
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9-a)D=]-00, -1[ U]-1,2] U [3, + o] ; Im = [-2, + o0
b)D=[-4,5] . Im=]-3,5]
¢)D=R-{0} : Im=R
d)D=1-0,00UJL,4[ U4, +oo] ; Im=R- {0}

10.-
. a) YA by -
) J 2 345 s X
[,
L )
2 0 ¥ 4 X
& Wik d] T
4 f ‘
III,‘/-\\III-I- I'
I|'II "l_ I|' —py |
/ WD _ L N
-5 [ n!\ . s x 7 EadliL. | ) X
II | J
/ LV
|I |.|\\""'JII
] [
L] I._-|
11.-
TMPAR PAR
a) va b
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TMPAR

12.-

b)

PAR

+a)a) fix)>0 en J2i4eefi fix)<0 en e, -2[{u]-2 2]
b} Estrictamente creciente en |—e=, —2[ L |0, 3[; esiriciamente
decreciente en |2, 0 2 ]3, 42

c) No tiene simelrias
dix=-2: x=2

) Médximos (-2, 0) y (3, 4); minimo (0, -2)

by a) fix} > 0en J=ee, O[ w10, 2[; fix) <0 en [2, 4o

h) Estrictamente creciente en |0, 2[; estrictamente decreciente

en -2, 0
c) No tiene simetrias
fx=0

e} Miximo no tiene: minimo (0, 0)
c) a) fix)>0en |=, =3 w10, 3] v

15, #eef; fix) < Oen -3, 0] w 13, 5]

b Estrictamente creciente en

33
] - —[ L 14, 5.5]; estrictamente decreciente en

oyt oy
- -

]_.W, _E[ o ]1 4[ 15,3, + =]
2 2

ch Mo tene simetrias
djx=-—3, x=0r=3,x=5

e} Maximo [% I]}- [5,5, %]:minirrm [_g £

dial fix)>0en Jea 1] J0, 3[ 1

4. +e=f; fixi < Oen |3, 4

(o)

b} Estrictamente creciente en [=4, =3[ w2 ]0, 3] w13, 5; es es-

trictamente decreciente en J—ez, =3[\ |5, 4o

¢} No tiene simetrfas
diz=0yx=4

e) Miximo en (5, 2); minimo en (-4, 2)

¢) &) fix) > 0en J=oo, 4] L ]2, <1[ W O, +oof; Ax) < Oen |4, —

Lo

b} Estrictamente créciente en |-3, -1.5]; estrictamente decre-
ciente en |—e=, =3 w |=1,5, 0] s 10, 4ol

¢} No nene simetrias

-
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dyx=-4x=-2 x=-1
e) Maximo (—I,S, %);mfnimo {(-3,-1) :

) a) flx) > 0en J—eo, 2] U |4, 4eo[; fix) <Oen |2, 4]
b) Estrictamente creciente en ]—so, 2[ U )2, +c<[; estrictamente
decreciente no es nunca
¢) Simétrica respecto del punto (2, 2)
dyx=4
e) Méximo y minimo no tiene

13.-
2 _ .
Df =220 b= of =23
. . _ 2 — 3x
d) No tiene inversa e) f'(x) = 1 f)f N x)=3-5x
;I: p—
14 .-
a)2 b) 2 c)2 d)y0
e)-—1 f) no existe g)1 h) 2

15.- Por ejemplo:

>
X
16-2a)1/3 b0 ¢)3 d)3
_ 10x% + 1 10x% + 1
17 - . Sipo lim ——— =5 lim ——— =5
1 porgte X—pton 2_‘,{:2 -3 y .x—l>mﬂ= 2_)(2 -3

18.- Asintotas verticales: Buscaremos los niimeros que anulen ¢l denominador ya que en dichos

puntos la funcion se hara infinita.
x-7=0-=> x=7. Comprobemos si el limite se hace infinito en 7:
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. X+5 12 . X+5 12 .
lim =400 : lim = —o0 Por tanto x =-7 es un A. vertical

T x —7 O+ T T x—7 07

Asintotas horizontales: Calcularemos el limite de la funcion en el infinito.

lim X+S =1; lim X+S =1 Portantoy =1 es una A. horizontal.
x>+ x — 7 x—>—0 x —7
- a) 11m2+x 2 _i_—i-OO' 11m2+x 2 —i——i—oo
x—0* x2 (O+)2 0" T x0” x2 (0*)2 0"
Por tanto lim 2tx = 400
x>0 x
b) —ee C} too
] ||'
20- &) 3 b)2+/5
2L- 3y 0 b) +eo
_ 1\
2- a2 (1) =1 b (Ej 0
23-2)3°>0 b)+w
3P+ S5x -3 19
24.-a) lim =—=+0 b0
= 5x = 10 0
25-a)2 ; b) 3/5
26.-a) + © b) 0
27.-a)0; b) +
28.- a) ?zl b) 2
=1 (x=D(x? H . ) 3
29.-a) 0 ; b) lim— —hm(x UGk, )zhmwz—
olx =1 =l (x=1)(x+1) =L (x+1) 2

2_ J—
x -4 lim (x=2)(x+2) _lim (x+2) 4 _

30-a) Im—————=
=2 x? =3x+2 =2 (x-2)(x—-1) 2 (x-1) 1
2 j— j— j—
b) lim x -1 ~lim (x-D(x+1) (x 1) _2 _

> 1x? 43x4+2 1 (x+1)(x+2) Hl(x+2) 1
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3 2 2
27+x _lim(x+3)(x 3x+9):1im(x 3x+9):£:

31.-a) lim = 3
x>3274+9x x>3 9(3+x) >3 9 9
. -9 -3 3) .. 3) 6
b) lim X 2:11m (x )(xj )zhm—(xJr ):T:
x—3" (x _ 3) x—3" (x _ 3) x—3" (x _ 3) 0

2 — _
32 a) fim o gy DD, D6
x—3” (x — 3) x—3” (x — 3) x—3” (x — 3) 0

X =3x° . x(x*-3 . ox(x*-3
b) lim — > = —2( ) = —2( ) =
0 X7 =2x" +x 0 x(x" —2x+1) 0 (x"—2x+1)

9%}
L)
: 1

a) +eo b) —ee c)0 d)3
&) —oco f) +oo g) 0 h) 3
34.-  Porejemplo:
Yi
\ G el e
N =2 Jlo 2 X

35.- El dominio de la funciones D=1]-4,2[ U ]2, 5]

Por lo que en los puntos que no son del dominio la funcién no es continua ya que no existe
el valor de la funcion. Estudiaremos también la continuidad en el puntox =-2 'y
estudiaremos los limites laterales en x = -2 para ver si presenta una discontinuidad evitable.

x=-2
e lim f(x)= lim (-6-2x)=-2
x—-2" x—>-2"
« lim f(x)=lim - x’=—4

o f(-2)=-2
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Vemos que no existe el limite en x = -2, luego la funcion no es continua en x = -2 y presenta
una discontinuidad de salto finito.

e No existe f(2)
e lim f(x)= lim —x* =—4
x—>27

x—>-2"
e lim f(x)= lim -4=-4
x—2* x—>-2"

Existe el limite de la funcidon cuando x tiende a 2, pero la funcion no es continua ya que no
existe el valor de la funcion en 2. La funcién presenta en x =2 una discontinuidad evitable.

36.- YA

| 'x*

37.-

a) lim(vx* -2 —x) =lim (=20 -2 +) — lim ( X _2} Xy

0

2
(m+x) ¥ (m+x) ’gr"l"(m+x)_

/ P 2
by oV x 1 W) [( 1) ‘lj oy e
lim =lim =lim =lim =lim =—
=0 x =0 fimx+1) =0 (I=x+1)  =0xlI—x+1) 0 (1=x+1) 2
38.-
. 3x?-2x-5 . ox —x+1 . =3x’-2x+5 -3
lim————=+4» ; lm————=0 ; lim—————=—
o x—4 xoo X —4x° +3 xoo 4xT -4 4
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gL (Vx 1X\/_+1)_1. O B = R B |
ol x-1 ol (x=DWr+1) = =D +1) o e-nx+1) o (1) 2
\/;—\/g.(\/_\/_X\/;-i-\/_)m()( 1

. B sf
L HWx+v5) = -5 +45) s 5)(&+ 5) Llir3( x+\/_) 25

Ul

4
lim(m—x): im(\/szer—xX\/szerer)_hm(\/ f )y 3x 3 3

=lim

o (erx) e ( +3x ) Hw(erx)_\/iJrl_E
3

. (= 2\ (\/x 3- x/x+3X\/x 3+\/x+3) . (\/ ) (\/x+) -6
Ll R et R L oo P e e e
) )\ (\/x+1—xX x+1+x)_. (\/x+1) —(x)q x+1-x7
it I ) T )
hm[zx_ij =2" =
oo x+3
4x
1im[x_5sz” =1° =1
oo\ X +3
lim x_5j4lew:>1im( _ij: lg%[;ilj_ lg%[;j e*”i’ix—e’32
oo\ X +3 oo\ X +3
lim| 14— szl :>1im[1+ : sze%x[l+xlj=e%i—e3
¥ x=5 x>0 x=5
X X e 1m§
lim l+%j =1 :>1im[l+%j :elgg’x[Hx lj:elﬁ”’x =e’ =1
X—>0 x X—>0 x

d)X 2=0>x=2-> D=R-{2}

e)x + 1 nunca es cero por tanto |D =R

Hx*-1=0 >x=+1 > D=R-{-1, 1}
g)x+4>0 > x>-4>D=[-4,+ o]

h) x* + 4 siempre es positivo por tanto D=R

NX+x-620> X’ +x-6=0D>x=2yx=-3,
Estudiaremos el signo en los intervalos

- a0 -3 2 + oo

xXX+x—6 + - +

Luego el dominio sera h) =]-0,-3]U[2, © [‘
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x+2

j) >0—>s1 x+2=0 »>x=-2ysix-3=0 ->x=3 Estudiaremos el signo de

la funcion en los siguientes intervalos:

x+2 + - +
x-3

Por tanto ‘DZ] -0 -2JU]J3, o [‘
* El 3 no es del dominio ya que anula el denominador

k) x(x -2)>0=>si x(x-2)=0 entonces x =0y x =2, Por tanto estudiaremos el
signo de la funcidn en los intervalos:

- © 0 2 + oo
x(x - 2) + - +

Por tanto |D =] - o0, 0] U [2, o ]

) Exigiremosque 1) x+1>0 2 x>-1
2) x-1#0 2 x=1

Portanto D=[-1, o[- {1} esdecir h)=[- LIJU]L, oo[‘

40.- Para estudiar la continuidad en este tipo de funciones deberemos calcular su
dominio. En los puntos que no son del dominio no existira el valor de la funciéon y por
tanto no seran continuas.

a) D=R-{2}.
b) D=R-{2, 3}
c) D=R

d) D=R- {XER/)C:%-FICE, con keZ}

e) D=[3, + oo

f) D=[-, -2] U3, oof

g) D=R

h) D=R- {XER/)C:%-FICE, con keZ}
1) D=]3,+o[

j) D=1]-o0,-2[ U]J2, +oo[

k) D=R
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41.- Estudiaremos el dominio y los puntos donde la funcion cambia de expresion

a) D =R Estudio de la continuidad en x =0
o Ilim f(x)=Ilm(x+1)=1
x—0" x—0"
o Ilm f(x)=Ilm(x-1)=-1
x—0" x—0"
e f(0)=1
Vemos que ELHII% f(x), por lo que no es continua en x = 0 (presentando

una discontinuidad esencial de salto finito)

b) D =R. Estudio de la continuidad en x = 0
o Ilim f(x)=Ilm@2x-1)=-1
x—0" x—0"

e lim f(x)=lim(x*-1)=-1
x—0" x—0"

e f(0)=2
Vemos que Ellin(l) f(x)=-1 pero no coincide con f{0) = 2, por lo que no es

continua en X = 0 (presentando una discontinuidad evitable).
c) D=R-{2}.
o Ilim f(x)=Ilm(2x-1)=3
x—2" x—2"
e Ilim f(x)=Ilm(x+1)=3
x—>27 x—>27
e no existe {(2)

La funcidon no es continua en x = 2, ya que no existe el valor de la
funcidén en 2, aunque si existe lim f(x)=3 (presenta por tanto una discontinuidad
x—2

evitable).

d) D =R. Estudiaremos la continuidad en x = 2
e lim f(x)=Ilim(2x-06)=-2
x—2" x—2"

e lim f(x)=lmQ2-x*)=-2
x—2" x—2"
e f(2)=-2
La funcidn es continua en todos los reales.
e) D=R-{0}

Vemos que la funcion no es continua en x = 0, ya que

e Ilim f(X):liml:-i-OO

x—0" x—0" x
. .1

e Ilim f(x)=lim—=-o
x—0" x=0" X

e No existe f(0)
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Presenta en x = 0 una discontinuidad esencial de salto infinito.

Estudiaremos también la continuidad en x =1

o lim f(x)=lim/x+1=42
x—1* x—1*

o Ilim f(x)zliml:l
x—=1"

x-1 X

o f(1)=42

Vemos que /:‘Ilin} f(x) por lo que no es continua en x = 1 (presentando

una discontinuidad esencial de salto finito)

42 .- a)

D=R
litrgyf(x):4
1i1131+f(x):9
f(3)=9
lim f(x)=16

x—4"

lim f(x)=0

x—>4"

f(4) =0

O O OO0 O oo

b)

D=R
lirrlgf(x):O
linll+f(x):O
f(1)=0
linzlif(x):3
lim f(x)=4

x—2*

f2) =3

O O OO0 O oo

La funcion es continua en todos los reales salvo en:

x = 3 (presenta una discontinuidad esencial de salto
finito).

x =4 (presenta una discontinuidad esencial de salto
finito).

Vemos que la funcion es continuaen x =1 y no en x = 2.

Por tanto, la funcion es continua en todos los reales salvo
en:
x = 2 (presenta una discontinuidad esencial de salto finito).

b)

IS 3
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